Bussab& Morettin Estatistica Basica

Capitulo 11

Problema 01
N° de sucessos 0 1 2 3 4 5
p 00 0.2 04 06 08 1,0
P(P) 0,3277 04096 02048 00512 0,0064 0,0003

E(p)=02=p: Var(p)= o,osz:@.

Problema 02

Var (p) = LGS
n 4n

n 10 25 100 400

Limite superior de

Var (p) 0025 001 00025 0,000625

0,030

0,025

0,020

0,015

0,010

Limite superior de Var(p")

0,005

0,000 T r . L
0 100 200 300 400 500

Problema 03
@ X=34.X

X ~ Binomial (n; p) ; E(X) =np; Var(X) =np- p)
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(b)

- 6_1 n
E(p) =ER 9= ZE(x) = = p;
&ng n n

Var(p,) —var®X C:.’—n—12V<':1r(X) = np(i-z P _pd-p)

€ng n

X, = resultado da 1* prova

X, ~Bernoulli (p); E(X,)=p; Var(X,) = p@- p)

E(P,) =E(X,) = p;

Var(p,) =Var(X,)= p(i- p).

O estimador f, n&o € bom porque s assume os vaores 0 ou 1, dependendo do
resultado da 1 prova. Além disso, Var(p,) =nVar(p,), ou sgia, sua variancia é maior

que avarianciade p,, paratodo n maior que 1.

Problema 04

lim (E(p,)) = p e lim Var(p,) = lim

PA-p) _4
n

Logo, P,€um estimador consistente de p.

lim(E(P,)) = p e limVar(p,) =lim p(- p) = p(d- p)* 0,paa p* Oe p* 1.

Logo, P, ndo é um estimador consistente de p.

Problema 05
Propriedadesdos ~ EStimador
estimadores t, t;
Viés 2 0
Variancia 5 10
EQM 9 10

O estimador t; € viesado, enquanto que t, € ndo-viesado. A medianaeamodade t, e t, sdo

iguais ou muito proximas de g =100. Além disso, EQM(t,) =9, enquanto que

EQM (t,) =10. A Unica medida reamente discrepante é a variancia. Var(t,) = 2Var(t,).

Como o viés de t, é pegueno e sua variancia a metade da variancia de t,, pode-se considerar

gue t, €um estimador melhor que t, .

Problema 06
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(@)

Estatistica Basica

t Yo Vi-8)2 (yi-7? (-8 (v,-9° (y,-10)*
1 9 16 25 36 49
2 1 4 16 25
3 0 9 16
4 4 1 4
5 16 100 81 64 49
S(m) 114 103 102 111 130
140
130 »
— 120 /
5 ~ /

110

100

90

10

11

(b)
ds(m) _ o
dm - at(yt rT)
d N
—i(nT) =0U m=m,, =

-2a Y, t2nm
o
ay.
=Yy
n

Logo, m,, =y =7,6. Esse valor € proximo aguele visuaizado no gréfico do item (a).

Problema 07

(@)
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3000
2500
2000
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500 ] s . .

O T T T T T
1967 1969 1971 1973 1975 1977 1979

Ano (t)

Inflagéo (yt)

(b) S@.b)=3 (y.-a-bt)’

9SED) 58 (- a- b= 28,y + 2 +20A, 1= 2+ 20a 42000

da
dS(a, b
%:_zétt(yt-a-bt):-Zéttyt+2aé.tt+2bé.tt2
Igualando a zero, temos:
9@.D) 200 a=a=y- bf
da
dS@,b) - . . o 5, o ~ _4.,ty,- niy
=0U (Y- bt)nt+bga t"=a.tyyU b=b =
db (y ) at ath éttz_ntz

Logo, os estimadores de minimos quadrados de a e b sdo dados, respectivamente, por

a.ty, - nfy
é:y' bfeb\:%
4 t7-nt

Na amostra observada, obtemos as seguintes estimativas:

& =350026,73 e b =177,80.

(o A inflagdo prevista pelo modelo gustado €
¥(1981) = 350026,73+177,80" 1981= 2202,143.

(d) Sim, pois a inflacéo cresceu exponencialmente (e ndo linearmente) no periodo

obsarvado.

Problema 08

Com célculos anal ogos aos feitos no Exercicio 7, substituindo t por X, obtemos que
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o

R ~ - NXy
a X - nx
Problema 09
5= étxtyt - NXy _ 2586,43- 10” 3,73" 68,66 0844
a x-nx 169,25- 10" 3,73 o

a =y- bx=68,66- 0844" 3,73=65513.
Logo, o modelo gjustado é dado por
J, = 65513+ 0,844, .

Problema 10
L(p) = p*@- p)"* = p°@- p)?
Funcdo de verossimilhanca da distribuicéo Binomial (5;p)
p 1/5 2/5 35 4/5
L(p 0005 0023 0035 0,020

0,040

0,030

= e
g 0,020

0,010

0,000 T T T
0 1/5 2/5 3/5 4/5 1

Problema 11

(@ P(X =x)=P(x-1fracassos elsuceso) = P(FFF...FS) = p(1- p)**.
(b) Funcdo de verossimilhanca
L(pI%) =P(X, =% | p)-P(X, =X, | P) = p(l- p)*- p@- p)*= p"(L- p)3*";
Func&o log-verossimilhanca
I(p1X) =log( L(p|x) =nlog p+(@ x,- niog(1- p);
Maximizando em relagdo a p:

n ax-n
I'(p|Xx) =—-
(PIx) 5

N o ~ n
=0U n(1- p)- X-np=0U p=—-.
s - p)- (& x-n)p P=2x
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Logo, 0 EMV para p é dado por

Sim, poderiamos estimar p = P(coroa) lancando a moeda n vezes e contando o nimero

de coroas (m). Nesse caso, p=m/n.

Problema 12
Funcdo densidade de probabilidade
1 (x-m?d
f ex| V
(x |m = J__p| >

Funcdo de verossimilhanca

L(m|x)=(‘_")f(m|rrb=é;/—@%expi ("m) g: g&; 3 _a(xz m)g

Funcéo log-verossimilhanca

)_é.(xi_m)z_

me)lmﬂﬂMM)-El(m >

Maximizando emrelagdo a r:

I'(M|x)= Q& (x - M=nX- nm=00 m=x
Logo, 0 EMV de mr é dado por:

My =X .

Problema 13
Funcéo de probabilidade
- | | vi

w%:xu):ey,;

Funcdo de verossimilhanca

-||yi _e-rila)’i.

L0 1) =PC% =y, 1), =y,11)=0 R T

Funcdo de log-verossimilhanca
(0 ly)=log( L(I [y))=-nl +& ylogl - lag( D y1);

Maximizando emrelacdo a | :
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[o] o]
(1 y)=-n+& Y=g =8V oy
I n
Logo, 0 EMV de | é dado por:
lw =Y.
Problema 14.
U SR— s é
IC(mg) =X - 2(9)—=; X +2(9)—=¢
l Jn Vng
Intervalo de confianca
Média Tamanho da Desvio padréo da Coeficiente de Limite Limite
amostral  amostra populacdo confianca ~ 2(9) inferior  superior
170 100 15 95% 1,960 167,06 17294
165 184 30 85% 1,440 161,82 168,18
180 225 30 70% 1,036 177,93 182,07
Problema 15

(@  1C(m0,99) =800+ 2576 % =]787,12:812,89

(b) e=098b zg)—>= o/ 20

aln

aez(g)so _ a9’ 1000

S .
C e=z(g)—=U n= =625.
© (g)«/ﬁ g e g & 18 g

Suposicles: Amostragem aleatéria simples; tamanho amostral grande.

Problema 16
= ~ e e X - m e 0 -~ e
a P(X-m<e=gU Pg x=g0 =
@ H <e)=9 Es/Jﬁ s/«/— J—gg s/4n
0 =967 106 _ 5016 Grs,
& 1 g
b) n= Mo 663,58 @664
e 1 %)
Problema 17

@ P(X-mpP1)=8%0 P(X- m<l)=92%;
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.2 - ,.2
n=g0)S0 @75 100 _ 506 55 @goy.
e e g e 1 g

(b) 1C(Mm0,92) =50+£175" E =]49,0;510] .
307

Problema 18

pL- p)

IC(p;9) = P+ z(Q)
IC(p;09) = 0,7 +1,645, / 0’22:’3 =0,7+0,030 =]0,6700,730 .

f 1
Intervalo conservador: IC(p;0,9) = 0,7 +1,645 1605 =0,7+0,033=]0,667,0,733

Problema 19
03" 0,7
IC(p;095) =0,3£19 200 =0,3+£ 0,045 =]0,255,0,345 .

, 1
Intervalo conservador: 1C(p;0,95) =0,3+1,96 7 200 =0,3£0,049 =]0,251,0,349 .

Problema 20

P pke=gU PE & < PP e 244
S Jo@ pin Jp- pin Al Ping

(@ .
az(9) 0

e = ] = — = -
W—Z(Q)U = bp(l p)

Supondo gue a proporcdo na amostra real sgja proxima de p:

_a1,28160
£001 5

04
(b) 1C(p095) = 0,5511,96\/% — 055+ 0,016 ]0,534:0,566] .

=0,55+ 0,016 =]0,534,0,56€] .

" 0,6° 0,4 @942

Intervalo conservador: IC(p;0,95) = 0,55+1,96

4" 3942

Problema 21

’0,333' 0,667
(@ 1C(p;095) = 0,3331“1,96\ 310 = 0,333+ 0,053 =]0,280;0,387 .
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Intervalo conservador:

1
IC(p;0.95) = 0,33311,96\/4,—300 =0,333+0,057 =]0,277:0,390 .

Interpretacéo: Se pudéssemos construir um grande nimero de intervalos aeatérios para p,

todos baseados em amostras de tamanho n, 95% deles conteriam o parametro p.
(b) Utilizando a estimativa da amostra observada ( p =0,333):

n= 8&’96 S+ 0333 0,667 @134.

Utilizando o valor maximo de p(1-p):

aéL960 1
— @p401
gooz,z, 4@:2

Interpretacéo: Utilizando o tamanho amostral encontrado, teremos uma probabilidade de 95%

de que a proporcdo amostral difira do verdadeiro valor de p por menos que 2%.

Problema 22
(@)
Estimador
Propriedades t t
Média 10 99
Vicio 0,0 -01
Variancia 48 3,79
EQM 48 38

O egtimador t € ndo-viesado, porém tem variancia maior que t', o qua é viesado. O EQM de
t' émenor que o de t.
(b) Pode-seescolher t', pois seu vicio é pequeno, e sua variancia e EQM sdo bem menores

que osde t.

Problema 23

(@ 1C(m0,95) =150+1,96" g =150+1,633=]148,37;151,63 ;

b) e=zg)—0 n_ga(g)so 24,96" 5 50

=100.
NG e g ¢098 g
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Problema 24

(@ 1C(m0,90) =6,222+1645 % = 6,222 +1,097 55,137,327

2 ;a2

a S ~ _ax(g)so _a4,645 20 _
b e=z(g)—=U n= < = < =108241.
(b) (g)«/ﬁ €e g g 001 g

(c) Comon é pequeno (n =9), ndo seriarazoavel simplesmente substituir o desvio padréo

populacional pelo amostral. Pode-se usar o desvio padréo amostral s, e substituir a
edtatistica z pela estatistica t, obtida de uma distribuicdo t-Student com n-1 graus de
liberdade.

Problema 25
103,923

IC(M0,95) = 400 +1,96 = 400 + 20,37 =]379,63,420,37]

Problema 26

;. &% - Ny _ 529,40- 10" 550" 855 I
a t°-nf>  38500-10"550°

a=y- bt =855- 0,717" 5,50=4,607.
Logo, o0 modelo gjustado é dado por
§, =4,607 + 0,717t .
Novembro (t = 11): 12,49,
Dezembro (t = 12): 13,21;
Julho (t = 19): 18,23;
Agosto (t = 20): 18,95.

Problema 27

06" 04

(@ 1C(p;090) = 0,6+1,64 = 0,6+ 0,047 =]0,553,0,647] .

Intervalo conservador:

1
IC(p;0,90) = 0,6+1,645, /— = 0,6+ 0,047 =]0,553,0,647 .
4”300

(b)
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& - p- 6
P(p- prooo)=pe 000t _ _P-p __ 0001 O

C/p@- p/n Jpd- p)/n Jpl- p)ing

o o
5 0,001 - 0001 2_ p(0,035< 7 <0,035) = 2820%

</L< R
éw/o,a' 0,4/300 J0,6" 0,4/300

196 6.

_a(Q) 6
~&Q)0 . :
© n=g=g pl-P) £0,0005 5

0,6” 0,4=3.687.936.

N&o parece factivel, pois o tamanho amostral € muito grande. Deve-se aumentar e ou diminuir

g.
Problema 28
1
a IC(p;0,98) =0,4+2326,|———— =0,4+0,012 =]0,388,0,412 .
@ IC(p0g8) N 1 2
04 0,6
(b) IC(p;098)=0,4+2,32 =0,4+0,011=]0,389;0,411 .
10000
Problema 29
[0 52" 0,4
IC(p;0,95) =0,52+1,96 TS =0,52+0,049=]0,471,0,569 .
Problema 30
p(1- p) e/n 0,045 10

=0,919bh g =64,2%

e= o) S0 o) = o= el

Problema 31

2 2 e
1,227
n Ng

Portanto, o intervalo de confianca para m - m, é dado por:

IC(m - m;g)=X- V+z(g),/i+ﬁ
’ - n o n,
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Problema 32

(a 1C(m,;0,95) =50+ 196% =50+4,9=]451549 ;

IC(m,;0,95) = 60+],96% =60+3,92 =]56,08,63,92 .

(b)  IC(m - m,;0,95) =50~ 60+ 1961/%+%_-10 +6,28=]- 16,28~ 372

O zero ndo esta contido no intervalo. Logo, ha evidéncias de que as duas médias sdo

diferentes.
Problema 33
Ao e & Pa@- Pa) , Ps@- Ps) 0
- ~ N - X :
Pa- Ps gpA Ps n, n P
~ 1- 1-
IC(PA- PgiQ) = P,- pBiz(g)\/pA( pA)+ pB(n Ps)
A B

0,450 0,550 N 0,583" 0,417 _
400 600
=-0133+ 0,063 =]- 0,196;- 0,070

IC(p, - Pg;095)=0,450- 0,5831196\/

Problema 34

X ~ Ng”‘ST

QIIO

Var(X)

P(X- mf k)£ k %W 0.

Logo, X éconsistente.

Problema 35
p?[i_ JsedeValin)_pl-p) o, ako_ pd-p).
n ] e ne? éng n

Problema 36
d=1-g=1- 0,95=0,05
1 1

n=——=————__=2000
4de’ 47 005" 0,05

Problema 37
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Funcéo densidade de probabilidade

2

(% |ms )‘fai (‘25—”“)%

Funcéo de verossimilhanga

Io(x-mPil @ 1 ¢ N a (x - m?i
L(ms ?|x f(x | ms ex T
( |)_C_3(| )QSJT'O' P W L S
Funcdo log-verossimilhanca
9 2
(ms 2 [%) = log( L(ms [ ) = - Mog(2p)- Mlogs 2. &K= M
(ms * 1) =log(L(ms *|x) = - Zlog(2p)- Zlogs —
Maximizando emrelagioa m e s :
M(ms?|x)_ 1 _
am 282a(>q m) =
fims?|x) . n 1 o s ® 1o ,0_ -~
=- -m?=00 =3 (x-m?2=00
Ts 2 252+2(s2)2a(XI m 8 Sza(x' rrbg
2:é(xi'm)2
n

Logo, 0sEMV’sde mes ? s3 dados por:

a(x-x%?°
as =

A

Myv =X e§2Mv =

Problema 38
(@ E(T)=E(2X)=2E(X)=2E(X)=2" q—q.Logo, T, € um estimador néo-viciado

paraq.
(b) Como T, éum estimador n&o-viesado:

EQM (T,) =Var(T,) = Var (2X) = 4Var (X) = 4WT(><) _49°_q°

. . e . - R
() T, éconsistente, pois T, éndo-viesado e Ir!g;(\/ar (T)) =lim g;—o.

Problema 39
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_ AN N naq””g_ n
(@) E(M)—qunx dx = Qxd n+1g_q_n+1 Logo, M € um estimador

viesado. Seu viés é dado por

1
V@)=EM)-q= q—-q =-—0q.
n+1

Logo: lim (V(@)) =0.
(b) Como T, é néo-viesado:

EQM (T,) =Var(T,) =Var§;3m—+1 VEE gm_ﬂe Var(M) .

g enNg

Mas. Var(M) = E(M ?)- [E(M)]?, onde

n+2 :s
E(M 2 =‘qX2£andX—— X" _15@4 9_ 2 N
(M%) Q q" Q* q" 2 —4 n+2
Logo:
an+lg e, n , n° 0 1,
EQM (T,) = Q ; 2=
QM(T) gn o n+2 1 (N+1)? 5 n(n+2)q

(0 Temos que:

im (Var (t,)) = lim 1 5 2 =0, Além disso, T, & nao-viciado. Logo, T, &éum

® ¥ n(n +

estimador consistente.

Problema 40

2

_a
Var(T,) _n(n+2) _ 3
Var(T,) q’ n+2
3n

- 3
U V. =——Var(T,
ar (T,) =——Var (T)

n 1 2 10 50 100
Var (T,)/Var(T,) 1,000 0,750 0,250 0,058 0,029

Logo, paran grande, a variancia ce T, € muito menor que avarianciade T, .

Problema 41

v aﬂ q° ¢
Temosque X ~ S
g_ 12n g

X-ql2 16459 6 1645 60
P 1645< 2 _ 645——90°/p p 2‘%“( 0. <28QZ+
E q/4/12n a ° % J12n g g 4/12n ﬂg

Cap.11 — Pé&g.
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(@ Usando T, = 2X como estimador de q :

aJX 1645" 2X 0 6(3( 1645

Xou é 32906 3290J
12n ﬂg «/12_n %gzgimgﬁ

IC(q;90%) = & T &

(b) Usando T, :nT” M como estimador de q:

1645(n+ )M 6 &, 1645(n+)M g

1C(@:90%) = 28K
, D) — A - - —_—.
q ég n4/12n g e ny/12n QH

oy = B 1645M 1,645M g
© 1C(q:90%) ez%’*Z = aﬁ)? et

(d) Serdo aproximadamente iguais, pois paran grande, (n+1)/n» 1.

Problema 42
T,=5094; T, =4,997.

1C(01;90%)
Estimador Limiteinferior Limite superior
T 4,941 5,247
T, 4,944 5,244
M 4,944 5,244

Problema 44

14
IC(m0,95) =10,3+1,96—— =10,3+ 0112 =]10,19;10,4] .
/600

Problema 45

E(Ty) = EaEm ™ g——(E(m) +E(fy))=m

E(T,) = 8“'4”15 mz; ;(4E(m)+E(mz))
E(T,) = E(fy) =m.

@) Logo, os trés estimadores sd0 nao-viesados.

arémz) = 0,333Var ()

Var(T,) = Varamzng 4(Var(rn)+Var(rr§)) i gVar(r“nz)=V

Var (T,) = Var%"‘"“5 mo_ 2—15(16Var(ﬁ1) +Var (fy)) = %Var(rﬁz) =0,253Var (i)
4]
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Var (T,) = Var (/) :Varé”z) = 0,333Var ()
(i) Ordenando segundo aeficiéncia: Var (T,) < Var (T,) =Var(T,) .
Problema 46
Temos que | = E(Y) (1° momento populaciona). Pelo método dos momentos, a estimativa

para | € dadapelo 1° momento amostral, isto €, IAM =Y.

Problema 47
Amostra de bootstrap sorteada
Individuo 2 15 74 3H 74 78 17 78 87 57
Nota 40 75 65 30 65 70 65 70 65 75
Desvio
Desvio absoluto
Amostra Notas Mediana Médio mediano
1 30 70 70 30 65 40 65 65 65 75 6,5 15 13
2 40 75 65 30 65 65 65 65 40 65 6,5 13 08
3 65 30 70 70 65 65 70 65 30 65 6,5 12 08
4 70 70 65 70 75 75 70 75 75 65 70 03 04
5 65 65 65 70 75 65 40 70 65 40 6,5 09 06
6 70 65 70 75 30 75 30 70 40 70 70 16 13
7 65 65 30 75 65 65 75 75 65 70 6,5 0,7 03
8 70 70 65 40 30 75 70 65 30 65 6,5 15 12
9 65 70 30 65 65 65 65 75 40 65 6,5 10 05
10 40 65 65 40 75 70 70 75 30 65 6,5 14 13
11 75 70 30 75 70 75 70 40 75 65 70 12 11
12 75 65 30 65 40 30 75 65 40 65 6,5 16 15
13 75 65 65 65 40 75 40 65 75 65 6,5 09 07
14 65 30 65 70 70 70 70 70 70 65 70 07 06
15 75 70 65 75 75 65 70 30 75 75 73 09 08

Desvio padréo 0,3 04 04

Portanto, as estimativas de bootstrap dos parametros de interesse sdo dadas por:

ép(Med) =0,3; ép(DM )= 0,4; é&p(DAM) =04
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