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Histéria e Lenda

A torre de Handi, também conhecida por torre de bramanismo ou quebra-cabegas do
fim do mundo, foi inventada e vendida como brinquedo, no ano de 1883, pelo matematico
francés Edouard Lucas. Segundo €ele, o jogo que era popular na China e no Japdo veio do
Vietnd O matematico foi inspirado por uma lenda Hindu, a qual falava de um templo em
Benares, cidade Santa da india, onde eistia uma torre sagrada do bramanismo, cuja funcéo
era melhorar a disciplina mental dos jovens monges. De a®rdo com a lenda, no grande
templo de Benares, debaixo da dipula que marcao centro do mundo, hd uma placade bronze
sobre aqual estéo fixadas trés hastes de diamante. Em uma dessas hastes, 0 deus Brama, no
momento da aiacd® do mundo, colocou 64 discos de ouro puro, de forma que o disco maior
ficasse sobre aplacade bronze eos outros deaescendo até dhegar ao topo. A atribuicéo que
0s monges receberam foi de transferir a torre formada pelos discos, de uma haste para outra,
usando atercdra cmo auxiliar com as restri¢cbes de movimentar um disco por vez ede nunca
colocar um disco maior sobre um menor. Os monges deveriam trabalhar com eficiéncia noite
e dia ¢ quando terminassem o trabalho, o templo seria transformado em p6é e 0 mundo
acbaria. O desaparecimento do mundo pode ser discutido mas ndo ha divida quanto a0

desmoronamento do templo, maiores detalhes veja o final do texto.

O jogo e proposta de atividades com a Torr e de Hanoi

Primeiramente deixamos a aianga em contato com 0 jogo para que se familiarizem
com as pegs, com O jeito de eicaixar os discos, isto é, deixamos os alunos brincarem
livremente. Depois de feito isto e de ter contado a histéria do jogo, introduzimos as regras do
jogo para os aunos. Entdo passamos a aompanhar o desenvolvimento do jogo segundo as
regras propostas. Para facilitar o trabalho podemos licitar que os alunos tentem transferir
um disco da haste A para a haste C; depois dois discos e asim por diante segundo as regras,
até um limite de, por exemplo, seis discos. Depois que dominarem os movimentos gque devem
ser feitos, podemos indagar se eles sabem quantos movimentos fizeram para transferir a torre

de uma haste para outra, e se essa €a quantidade minima de movimentos. Também podemos



perguntar se h alguma estratégia de movimentacd dos discos para obter essa quantidade
minima de movimentos.

O jogo consiste em uma base de madeira onde estdo firmados trés hastes verticas, e
um certo numero de discos de madeira, de diametros diferentes, furados no centro. Vamos

chamar de A, B e C, astrés hastes, conforme afigura.

No comeq do jogo os discos estdo todos enfiados na haste A, em ordem deaescente
de tamanho, com o menor disco adma de todos. O objetivo € mover todos os discos, de A
para C, obedecando as seguintes regras.

1)Somente um disco pode ser posto de cada vez
2)Um disco maior nunca pode ser posto sobre um disco menor.

Primeiramente deixamos os alunos em contato com o jogo para que se familiarizem
com as pegs, com O jeito de eicaixar os discos, isto é, deixamos os alunos brincarem
livremente. Depois de feito isto e de ter contado a histéria do jogo, introduzimos as regras do
jogo para os aunos. Entdo passamos a aompanhar o desenvolvimento do jogo segundo as
regras propostas. Para facilitar o trabalho podemos licitar que os alunos tentem transferir
um disco da haste A para a haste C; depois dois discos e asim por diante segundo as regras,
até um limite de, por exemplo, seis discos. Depois que dominarem os movimentos que devem
ser feitos, podemos indagar se eles sabem quantos movimentos fizeram para transferir a torre
de uma haste para outra, e se essa €a quantidade minima de movimentos. Também podemos
perguntar se h alguma estratégia de movimentacd dos discos para obter essa quantidade
minima de movimentos. Observe que asolucéo sb € possivel quando n>1, usando a haste B
como intermediaria

Para solucionar problema proposto - qua 0 numero minimo de movimentos que
predsaremos fazer para dcancar o oljetivo? - se 0 jogo S0 tivesse um disco, seria fécil
mové-lo (segundo as regras!) de A para C. Para is® predsamos de gpenas um movimento.

Vejamos a figura.
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Vamos considerar 0 caso de dois discos. Movemos 0 dsco menor para B; o segundo

para C e depois 0 menor de B para C: acaou. Fizemos trés movimentos. Vejamos as figuras.
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Consideremos agora um caso gera com n discos. Vamos imaginar que os discos

tenham sido numerados de dma parabaixo: 1,2,...,n. O menor disco €0 1, eo maior éo n.

Para remover o disco n é predso tirar todos de cima, ou sga, tirar todos os n-1
discos que estdo acima dele, lembrando-se que queremos mover os discos todos para a haste
C, eo dsco n € 0 que deve fica mais embaixo nesta haste. Entdo € preferivel coloca os
outros discos na haste B, ou sgja, devemos mover os n—1 discos menores, de A paraB um de
cada vez respeitando as regras. Feito is removemos o disco n para ahaste C. Agora, para
mover 0os n—1 discos para C, sO é possivel se for repetindo 0 jogo, de modo a passr todos 0s
discos (umaum) de B paraC.

Podemos observar que temos que faze 0 jogo com n-—1 discos duas vezes. primeiro
movemos 0s n—1 discos de A para B (usando C como intermediario). 1sto descobre o dsco
n. Movemos ent&o n para C. Agora jogamos com 0s n—1 discos mais uma vez de B para
C, usando A como intermediario e am isto empilhamos todos em C sem violar as regras.
Vamos entdo verificar qual € o nimero minimo de movimentos.

Para facilitar, vamos dizer que o nimero minimo de movimentos necessarios para

completar o jogo e n discos é T(n). Como ndo ha cmo chegar ao dsco n sem mover 0s

n-1 de dma, entdo o nimero de movimentos que fizemos para isto € T(n-1). Como



movemos 0s n—1 para ahaste B, a haste C estalivre, logo podemos mover o disco n paraC,
ou seja, 0 numero de movimentos desde o comego do jogo é de T(n-1) +1. Entdo, falta

mover os n—1 discos de B para C, para ficaem em cima do disco n, ou sgja, 0 numero

minimo de movimentos para faze isto € T(n-1).

Logo desde o come@ do jogo fizemos T(n-1)+1+T(n-1)=2T(n-1)+1
movimentos. Pelo que vimos na analise do jogo, mostramos que ndo € possivel fazer um
nimero menor de movimentos, entdo T(n) € o menor nimero de movimentos para completar
0 jogo de n discos, ou sga T(n)=2T(n-D)+1. Ja vimos que T(1)=1. Logo,
T(2)=2T()+1=3.,T(3) =7, T(4) =15, T(5) =31, T(6) =63.

Por meio de tentativas, descobrimos que para um disco 0 himero de movimentos é
apenas um, colocando o disco direto na haste C. Para dois discos é 3 se comecarmos na haste
B ou 6 se comecarmos na haste C. Paratrés discos € 7 se comegarmos ha haste C ou 14 se
comegarmos na haste B. Repetindo 0 proces® para 4,5,...,n discos, podemos observar que se
0 numero inicial de discos da torre inicial for impar, o primeiro dsco datorre devea ser
colocadg, inicialmente, na haste C e, se 0 numero inicial de discos da torre for par, o
primeiro dsco da torre devea ser colocado inicialmente, na haste B. Tabelando estes

resultados temos:

N2 de discos Quantidade minima de movimentos
1 1
2 3
3 7
4 15
5 31
6 63

Observando atabela vemos que:
1-.3-7-515-31- 63...

Lo !
+2 +4 +8 +16 +32
Podemos notar entdo, que o nimero somado é sempre o dobro do anterior, que ja
havia sido somado. Analisando mais atentamente a tabela, temos que o resultado da
guantidade minima de movimentos € sempre 1 a menos do nimero que foi somado, ou

resumidamente:



n? de discos | Quantidade minima de movimentos | n? somado
1 1 1o +2
2 3 -1-+4
3 7 -1 +8
4 15 -1 +16
5 31 -1 +32
6 63 -1 +64

Veja que 0 nimero somado é um nimero dotipo 2", e asim a seqiéncia de nimeros
somados forma a PG: (2,4,8,16,32,...) de raz®d q=2. Logo, a quantidade minima de
movimentos € igual a0 nimero somado menos 1, ou sgja, igual a 2" —1. Entdo descobrimos
que T(n)=2"-1.

Como obtivemos a formula apartir de alguns dados numéricos, queremos sber se é
mesmo verdadeira. Para iss vamos usar o principio de indugdo finita. Javimos que T(1) =1,
ou sgja, 2' -1=1; a féormula vale neste cao. Suponhamos que T(n)=2" -1, queremos
mostrar que T(n+1) = 2" —1. Temos que ahipétese de indug?p, isto €, a suposicdo de que a
proposicdo valepara n é T(n) =2" -1. Temos que T(n+1) = 2T(n) +1 através do resultado
obtido anteriormente (T (n) = 2T(n-1) +1).

Comegamos com T(n+1) = 2T (n) +1. Como, pela hipétese de inducéo, T(n) =2" -1,
podemos substituir isto na primeira férmula para obter:

T(n+1) =2T(n)+1=2(2" -)+1=2""-1
que gao resultado esperado. Logo aférmula T(n) = 2" -1 vale paraqualquer n natural.

Assim, pdde-se descobrir que aquantidade minima de movimentos necessarios para se
efetuar a tarefa com os 64 dscos € de 18446.073709.551.615 movimentos, levando os

monges, muitos bilhdes de anos para detuar atarefa.

Assim, a partir da descricdo e andlise da situac@® de jogo, podemos trabalhar o
conceito de seqiéncia numérica e particularmente de progressio geométrica eobservar o
crescimento de funces exponenciais. No ensino fundamental podem ser trabalhados. na 52
série, as poténcias de 2; na 72 série 0 proces® de construcéo da linguagem meteméatica eo

conceito de variaveis, por exemplo.



