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§ 0. Introduggo ”

Esta parte II & uma continuagao natural da parte
I onde introduzimos o grafo de Reeb de uma fungao de Mor~—
se f:M + R. As notagoes utilizadas sao aquelas da parte I.

Demonstramos aqui o teorema de classificagao em
dimensao dois que & o seguinte:

Teorema: Em dimensao dois, duas funcoes de Morse estaveis

sao equivalentes se, e somente se tem grafos de

Reeb sinalizados isomorfos.

Em linhas gerais, a prova consiste em decompor a
superficie e a fungao como reuniao de cobordismos elemen-
tares e cobordismos produto e conjugar as restrigoes das
fungoes nestes cobordismos, de modo que elas possam ser
estendidas a uma conjugagao global.

Este teorema aparece essencialmente em nossa dis
sertagao de mestrado (2), mas uma afirmagao incorreta fei
ta na demonstragao dada ali, faz com que ela so se adapte
a superficies orientaveis.

Assim sendo, consideramos aqui o grafo de Reeb
sinalizado, o que pemmite distinguir as superficies orien
taveis das nao orientaveis e, com isso, adaptar a demons-
tragcao ao caso geral.

Agradecemos ao Prof. Mario Barone Junior pela

orientagao daquele trabalho, bem como pelas discussoes e
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e sugestoes na elahoragao deste; ao Prof. Wilson Mauricio
Tadini pelo incentivo para que escrevessemos estas notas

e a Mitico Hayashi pelo trabalho de datilografia.



§ 1. Isotopias de Sl.

Definig?o 1.0,

Dois difeomorfismes h ,h, : st » g sho isotopi-

cos se existe uma aplicagao diferenciavel f:51 x [b,l] >
8 a1 que cada thsl » & defiolds por Ft(X)=F(x,t) e
um difeomorfismo, e F = ho e F1 = hl'

A relagao acima & de equivaléncia.

Se k:S1 ks S1 e um difeomorfismo, considere S1 co
mo a circunferencia unitaria no plano complexo. Tem-se
yeS} <= > Eﬂtelo,ll com y = exp 27it. Seja B{b,lj >
+ [0,1] tal que k(exp(2wit)) = exp(2mi6(t)). Como k € di-
feomorfismo, segue~se k preserva a orientagao de S1 se, e
somente se k & crescente.

Proposicao 1.1.

Se ki§' » st preservé a orientagao, entao k &
isotopico a identidade 1:8° » sl
Demonstracao:

Se k @ tal que k(1,0) = (1,0), entao
k(exp(2mit)) = exp 2mig(t), te[0,1], com 8(0) = 0. Defini
mos K:S1 X [0,1] * S1 por

K(exp (2mit),S) = exp[2mi(s (t) + (1-s)t)] e
K resulta uma isotopia entre k e 15. Se k(1,0) 4 (1,0),

seja o o angulo polar de k(1,0) e R a rotagao do plano

complexo de angulo a. Tem—se kbRa(l,O) = (1,0), donde
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koR € isotopico a 1. Mas k & isotopico a koR , pois R e
isotopico a identidade.

Proposigao 1.2.

Sejmn v, &, 1", §':[0,1] ~» st mergulhos de ima-
gens I, J, I' e J', respectivamente. Suponhamos que I J =
=0 =1" J' e que Ie I', Je J' tem a mesma orientagao.
Entao existe um difeomorfismo k:S1 4 S1 preservando a
orientacgao de S1 e tal que koy = y', k(I) = I1I' e kod =
=6, k(J) = J°.

Demons tragao. 4

— {\
3 Y

0s dif eomorfismos 61:[0.,a/2n] > EEJ',B'/Z‘IT_], Bl(t)=
= 1og(Y'Y'l(exp(2nit)) e BZ:EEIZﬂ, c/27] + [b'/2m, c'/Zﬁ]
Bz(t) = 103(6'6“1(exp 2mit)) preservam as orientagoes, da
doque I e I', Je J' tem a mesma orientagao.

Seja ez[ﬂ,lj & [D,l] um difeomorfismo qualquer

que estenda 61 e 62:



g R R g
¢ E £
swbo---- f §
. ] L]
g L}
Wty : i
: . ' ]
- 4 2 Loy
T £ = 1

k:$1 - S1 dado por k(exp 2mit)) -+ exp(2mi6(t)) satisfaz a

condicao da proposigao 1.2.

§ 2. Conjugacao de fungoes em cobordismos elementares.

Proposicao 2.0.

Se f,g:W > R sao fungoes de Morse sem pontos cr£
ticos, entao fvg.
Demons tragao.

Com efeito, se f:W » [a ,b] e g:W > [c,d] nao tem

pontos criticos, tomando-se difeomorfismos k ra bI ¥
> [0,1] e k, : [e, d| » [0,1] e campos pseudo--gradlentes nor
malizados para klof e kzog, o diagrama abaixo resulta co-

mutativo (Vide I1.1.0Q).

vx [0,1] o T Ls[ap] & 1 [a,1]

= W —>T[e, d}/

2

- - _ _ a7l
k fh ‘ﬂ'z k,gh,, donde (k2 kl)f g(hh ).

Proposicao 2.1.
i) Sejam (H;?=Sl,0) e (V';V'=Sl,(l) triadas com
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fungoes de Morse f e g admitindo um Gnico ponto critico.
Se k:V » V' & um difeomorfismo, entdo k se estende a
h:W > W' tal que f = goh.

ii) O mesmo resultado é obtido substituindo-se
as triadas de i) por (W;G,V=51) e (_W';G,Sl).
Demonstragao.

i) Sejam £:W » [a,b], g:W' » [c,d] as fungoes de

Morse com C pos pseudo—gradlentes £, £' e mergulhos carac
teristicos ? Sx0 +»Ve .Sle > V', respectivamente.Os
pontos criticos de f e g tem indice dois.

Por 1.2 tem-se difeomorfismos a,a',f, £' tais

que os diagramas

W w(vf]) m(v'e?)__)w'
£f ¢ £, g g

nlet [-1 N b [c dl
sao comutativos.

0 difeomorfismos k:V - V' se estende a K:w(V,‘P)-*
* (V',l%') con jugando fl e gy proporcionando, assim, uma
conjugagao entre f e g.

De fato, considere o difeomorfismo klzsl + 8
dado por k; =<:P'“1k e seja ky:L, > L, a extensao radial

2 2 =
de k, al, = {(x,y) RT:-1<-x"=y“<1, |xy]|<coshl senhl}= B2,

L

0 difeomorfismo



N ‘P(Slx()) X Bl + L2
T T
yis ‘P(Slx{)) x B + L, e compativel com
as relacoes de equivaléncia que definem w(V,{;) e m(V'f?')
pois (q;(u,GV),c} - C#;(U,O).C) ARy} TA “xz'Y2=°
e (x,y) esta na trajetoria ortogonal que passa por u < = >

@, 1) (Pw,0m,0) = &Pw,0,0 = (ﬂe'kl(u,O),c) "

k
Assim kx1+-k2 induz um difeomorfismo K:m(V,f5)+

& m(V',CP') conjugando £, e g, .

(x,y).

ii) Segue de i) considerando-se -f e —g.

Definigao 2.2.

Seja V uma l-variedade fechada, orientada e
cP:SoxBl + V um mergulho. Considere sobre cP(SoxBl) a

1 : ~
com a orientagao pro-

orientacao induzida da de V e S°xB
duto, onde s e B1 tem as orientagoes induzidas da orien-—
tagao usual de R. \

'Dizemos que Cé € coerente quanto as orientagoes
se &preserva ou inverte as orientagoes fixadas acima,
quando considerado como um difeomorfismo sobre sua imagem.
Caso contrario, ¢ € dito incoerente.

Proposigao 2.3.

o

Seja V uma l-variedade fechada e orientada. Sejam
<P, w:SOxBl + V mergulhos com o mesmo carater quanto a

- . o = .
orientagao e tais que S =$(S x0) = w(SoxO). Entao existe.
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um difeomorfismo h:m(V,F) + w(V,y) conjugando as fungoes
de Morse padroes w(V,‘f?) e w(V,p))e tal que sua restrigao
aV e isotopica a identidade de V.

Demons tragao.

i) Se CP e |y preservam ou‘Pe Y invertem as orien
tagoes, pela proposigao 1.2, existe um difeomorfismo

k:V > V, k= tal que Y = ko ‘P e o difeomorfismo

1V,
h:w(V,@) + w(V,y) € obtido por passagem ao quociente do

difeomorfismo
vV~ CP(SOXO) o B
J,k b l1
1

v~ ps®0) x B T+ L,

ii) Suyponha que‘€ preserva e que y inverte a

orientagao. { { %> O

ry By
tt 42— O

Seja «E:SoxB1 > 30:~:B1 dada por £(u,0v) = (-u,0v).

Os mergulhos qge 5'91 = yof preservam a orientagao, de
modo que existe um difeomorfismo k:V + V preservando a
orientacao de V tal que ko¥ = yof . k se estende a

h:w(V,9) + w(V,pof) conjugando as fungoes padroes sobre
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tais cobordismos.

Resta a verifi.cag'a-.o de que w(V,y0&) = w(V,¥) 1501?
um difeomorfismo que conjuga as fungoes padroes e cuja
restrigao a4 V € isotOpico a identidade de V.

Seja L:R2 > R2 a reflexao dada por L(x,y)=(x,-y)
e i’.:‘[..1 + L1 a restricao de L a L-
0 difeomorfismo H dado por

o 1
V= ﬁ(s x0) x B + Ll

1 b K
1

v ~ u(s®x0) x B + L

@ compativel com as relagoes de equivaléncia que definem
w(V, <P1) e w(V,y).
De fato, ( 1(u, ov),c) ~(x,y) <=> (Pag(u,6v),c)~

- G,y) <> (9,0(¥)),0) ~ () <> X +y = e
(x,y( esta na trajetdria ortogonal em L, por (u cosh 6,
-v senh 0) <=> - @ y:2 =c e (=x,y) = &(x,y) esta na
trajetoria ortogonal por (u cosh 6, v senh® ) <=>
<=> (Y(u, 6v),c) = £(x,y). Dai, (fl(U,ﬁv),C) ~x,y) <>
H(Cﬁl(u,ev),f:) ~H(x,y).

Desta forma H define, por passagem ao quociente,
h:w(V, CP]_) > w(V,y) cuja restrigao a V & a identidade e
que conjuga as fungoes de Morse padroes sobre w(V, fgl) e
w(V,¥).
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Seja £i;M ~ R uma fungao de Morse, M € uma varie-
dade fechada e conexa, e (y(f),. Vf 3£) seu grafo de Reeb,
Una sela p, €M (resp., um vértice pieY(f)) conecta mfnimos
se para e>Q tal que sobre T_f(pi)--s, f(pi)H-:j, f(pi) € o
unico valor critieco, temwse: £ (e, £ (@;)-e) (resp.,

f—l(-w, f(pi)-e)) tem uma componente conexa a mais que
-l , -
£ (~=, £ (p, )+e) (resp., £ H (e, £ (p, ) 40)).

Lema 2,5.
Dada uma triada (W;V,V') com fungao de Morse f e

campo pseudo-gradiente £, um nivel regular V = fﬂlﬂn) e
um difeomorfismo h:V - V isotOpico & identidade, se
£l [a,b]7 a>b n3o contém pontos eriticos, entdo & possi-
vel construir um campo pseudo gradiente ' para f tal que:
b evincide con & foyw de F0R B3
it) f; ho P, onde‘]p e cf!sgo 0os difeomorfismos f—l(a)-rv

determinados pelos fluxos de £ e E', respectivamente,
Demonstragao: Vide [3], pag. 43.
Proggsigﬁo 2.6.

0 campo pseudo-gradiente £ para uma fungao de Mor

se £:M + R, M fechada pode ser tomado de modo que se uma

sela nao conecta minimos, as duas componentes conexas de
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sua variedade inst3yel provém de uma mesma fonte.

_Demonstracao,

Considere sobre o nivel f'-1 (f (pi)—c) as varieda-—
des estaveis das selas que precedem P; do campo pseudo-
gradiente . 0 mergulho caracteristico da sela p; mo ni-
vel f“1 (£ (pi)-e) @ disjunto destes pares de pontos e por
uma isotopia deste nivel faz-se com que a esfera a es-
querda desta sela n3o € separada pela reuniao das esferas
3 direita das selas que a precedem. A proposicao 2.5.pro
porcionam um campo £', pseudovgradiente para f, nas con-

digoes requeridas.

§ 3. 0 Grafo de Reeb Sinalizado.

Seja f:l‘lz » %, M2 fechada e conexa, uma fungao
de Morse estavel, Sejam £ e N campos pseudo~gradientes
para f nas condicoes de proposigao 2.6, e { , y mergu-
lhos caracteristicos de uma sela peM que D30 conmecta mi
nimos, mas conecta componentes conexas do nivel regular
que a precede, '

‘P e § tem o mesmo cariter quanto a orientagao,se
considerados como mergulhos no borde de uma vizinhanga
saturada por f na fonte que € o orlimite das esferas a
esquerda de e ¥,

De fato, qualquer curva simples e fechada obtida
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assim;

Efonte > trajet8ria de £ > sela p | tem vizi-
nhanga tubular produto se € coerente e uma faixa de

Mobius se e incoerente.

Definigso 3.0.

0 grafo de Reeb sinalizado de f:M + R de Morse es
tavel, € a 4-upla F= (y(£), Vf; f,(ff), onde Olf € uma
aplicagab que a cada vértice que conecta componentes co-
nexas, mas nao conecta minimos se associa o sinal + se o
mergulho da sela associada ao vértice € coerente; - se e
incoerente.

Detinicdo 3.1.

Um grafo de Reeb sinalizado e um grafo de Reeb
cujos vertices que conectam componentes conexas, mas Nnao

conectam minimos, sao sinalizados.

coerente incoerente



Definicao 3.2. -
Dois grafos de Reeb f'- o,V; £,6 ) e -

~ s ¥V L sao isomorfos se existe um homeomorfis

mo h:y + y' compativel com as rotulagGes e uma aplicagao
crescente k:f(V) » £' (V') tais que k.of"r = 8y» OhV'

3.3. Exemplos.

1) f:S2 + R 2) f:T1 + R 3) ffRI‘2 + R

‘A.P
o
oo i
"/ e o
4) £:K > R 5) f;Tl#xle >R 6) 3T #T HK > R
)
L iy
[N A

&,

0s exemplos 5) e 6) representam fungoes de Morse nao con-
gruentes sobre Tl # Tl # K, cujos grafos de Reeb sem a si

nalizagao sao isomorfos.

§ 4, 0 Teorema de Classificagao.

Definicao 4.0,
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Duas funcGes f,g:M + R sao congruentes (f ~ g) se
existem difeomorfismos h:M + M e k:R »+ R com derivada

positiva, tais que kof = goh.

Teorema 4.1.

Se jam f,g:l“I2 + R fungoes de Morse estaveis. Entao
f ~ g se, e somente se f'(f) = [’(g) como grafos de Reeb
sinalizados.

Os Lemas seguintes sao importantes.
Lema 4.2.

Se £:M + [a,b] & uma fungaode Morse e k:;_'a,b_-] *>
> [c,d} e um difeomorfismo, entao y(f) = y(kof), Vf=vkof’

_IE = kof e teC_ <=> k(t)eC isto e &f) = l‘(‘kof)
f Ckof ’ ] -

canonicamente,

Demonst rag'éo L

0 Lema segue por passagem ao quociente do seguinte

diagrama comutativo:

M £ [a,p]

-

Moo [end]
Lema 4.3.
2 M2 - ~ ~
Se £:M -+ [a,b] e g:iM » [c,d] sao fungoes de Mor
se com grafos de Reeb isomorfos, entao dado um difeomor-
fismo k:[a,b] Ec,d] tal que k|, = k', onde k' Cp > Cg
f
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€ a aplicagao crescente da equivaléncia dos grafos, exis
te um homeomorfismo h:y(f) -+ y(g) tal que goh = kof .
Demonstragao.

Com efeito, do fato de f e g terem grafos de Reeb

isomorfos, tem-se aplicacoes -

.
T £
() > |a,b] - v, -
1+ 1/Vf + + k'
Y(g) ¥ [C,d-] v i c
g 8ly 8
g

Se k:[a,b] » [c,d] € un difeomerfismo com k/c -
4
= k', por 3.1 tem-se

y(f) = y(kof) s [c,d]

—%

y(g)

Seja e uma aresta de y(kof). Existe uma Unica ares-
ta de y(g):d, que corresponde a e pelo isomorfismo i:y(f)+

+ y(g) e se p e q sao os vértices de e, tem-se que & —>

kof - - T 5
3 |kof (p), kof (q)] e um homeomorfismo (estamos supondo
que kof (p) < kof(q)). Como k coincide com k' sobre Ce»
vem que g aplica d homeomorficamente sobre

B@), 8@ = |kof (3), kof ()].

Assim, temos homeomorfismos kof: e ~+ l}of(ﬁ),
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kof(d)j e g[d: d + [kof (p), kof(3)|, donde um homeomor-

fismo h: @ - d dado por h = g ‘1|-d o Ckof)le.
Como y(kof) tem a topologia fraca, segue-se que
existe um homeomorfismo h:y(kof) + y(g) tal que goh=kof.

Demonstracao do Teorema 4.1.

-

Com efeito, que a condicao e necessaria foi de-
-~ -

monstrado em I.2.12 e para a suficiéncia, de ( (£)= /(g),

pela definicao I.2.8 vy(f) e y(g) sao homeomorfos por um

homeamorfismo i:y(f) - y(g) tal que

£
Vf -+ Cf
1§ i k'
Vg %; Cg € comutativo, com k' :Cf % Cg uma

aplicacaoc monotonica,
Seja k: [a b] > [c d_| um difeomorfismo que estende
k'. Pelo Lema 4,3 existe um homeomo;{:'lsmo h: YE) > y(g)

Py
tal que kof = goh. Pelo Lema 4,2 [ (kof) ([ (f) e como

1]

kof ~ f, @ suficiente demonstrarmos que g ~ kof.
Isto posto podemos identificar f com kof e supor
que f, g: MZ [a b] sao tais que o diagrama

f
y¢) —— larbl
ht " )
e .comutativo.
y(g) o
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Sejam a = ¢ <c_<C, <,.. < C = b os valores cri-
o L 3 n
ticos de f egec , €, ..., _ os Epsilons da definigao
de mergulho caracteristico I,1.2.ii e € = min €50 Exis—
. s -1 - o |
tem difeomorfismos h.:f [a;,b.] > g [a.i,bi] dados por
2.0 e 2.3., ondé &, = c.-352 e b, = c.+3ez, tais que
b 5 : B " x
f = gohi quando restritas a fvlfai,bi:l.
As subvariedades B o £ M e
. i,i+l & Ralils .
B’ S %] s%o cobordi duto
e i,i."'l g ci E , ,C;i+1"'€ sSao cobordismos produ
e, pela proposicao 2.0 existem difeomorfismos.
~1 Z 2
.+2 "
E (c;*2e ) x [c1+e

o By a1 7 ’

R —1 2 2 - 2
¢:B i i#l +g (ci+26 ) x [ci+e » €17 ], de modo que
f‘B. ) - f10¢ e ng._ . = glow, onde fl e g, sao
i,i+1 i,i+l

as projegoes na segunda coordenada.
Dado que os grafos de f e g sao isomorfos, segue-

se que fFl(cid- ;,21 n gPl (ci-t-sz), donde pela proposicao 2.0

B

R E B i,i+l por um difeomorfismo que torna as fungoes

equivalentes nestes cobordismos,

Consideremos agora, os difeomorfismos hi restri~
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-] o 2 & = e %
tritos a A, = £ "[c.~2e”, c +2e ] e dois niveis criticos
consecytivos,

Assergao.
Os difeomorfismos h‘1 podem ser tomados de modo

que existem difeomorfismos as ¢ B & B'i . com

;itl" T, ,i+l

goo. = f e tais que

i,i+l

- = h. e
31,1+1 "

i 1,11 i+l
AN B, . ’ - Lr

1!\ 1;1%1 Bl,l+1 i+l

Com efeito, consideremos os campos pseudo-gradien

tes £ e [ para f e g, respectivamente tais que E(f) = 1
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- 2 2
fora de K/f 1(ci--fa ’ ci-he ) e t(g) =1 fora de
] 2 2
é/g (ci-e: » ;%€ }
Construiremos a sequéncia acima por recorrencia:

ho:Ao > A'O € um difeomorfismo entre os discos

tal que goh0 = f e conjuga os mergulhos caracteristicos

a esquerda da sela Pj que conecta minimos, conectando a
componente conexa de Ao com alguma outra componente cone
Xa.

1

Dado h_:A. ~ A',, sejam K:Sl+...+ s -+ fhl(c.+2€2)
1 1 1 1

o= Z .
e m:S]'+ e S1 > g 1(c]._+2$: ) difeomorfismos tais que

mﬂlhif.:sl-t-. L+S s * o st preserva a orientagao de
1 ? A=L  2=) -1 2 i S g
8. Sejam 91.8 x B =k (c].-“_1 2¢ ) e 92.5 x B -

S 2 - .
> g 1(ciﬂ-«Ze ) os mergulhos caracteristicos de f e g no

1 2 -1
(ci+l-rZe ) e lpt.g {ci+

o -1 2 -
nivel 410 cbt.f (c]._+2€ y - F
-— Z B %
+ 2;;2) +g 1(ci+1—25 ) os difeomorfismos dados pelo fluxo
% 2
de £ e L, respectivamente, onde t = Ci+1 - ci - 4¢°,

Se os cobordismos tem Indice 0, o mergulho & va-
zio. Fora da componente conexa que contém o ponto criti-

co, hi-l-l‘ -1 2 € yh.¢o_ e na componente cone
- f (Ci+1—25)
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xa que cont@m o ponto critico, a construgdo € similar a

de ho: hi+1

traco do mergulho caracteristico que ai incide e que co

restrito ao bordo desta componente conjuga o

necta tal componente com alguma ja existente ou que sur-
gira em um nivel superior.

Se o cobordismo tem indice 2, o mergulho € sobre
uma das componentes conexas e tais componentes se corres

pondem (grafos de Reeb isomorfos).

-1 2 1 1
=~ \ .
Ai+1 £ (ci+25 ) el(s x0) x B™ + L2

A 1(ci+252) ~ ez(sle) X B1 + L.,

v -
iv1 B 2

Fora da componente conexa que contém o ponto cri-
tico o difeomorfisme h, , € dado pela Proposigao 2.0 es-

tendendo hi' A componente conexa que contém o ponto cri-

tico € um disco e hi+1 e a extensao de hi a este disco

conjugando f e g.
4 L s 1
Se o cobordismo tem Indice 1, existe k : § +...
1 y ~
+ S1 + 85 F .0 # S1 preseryando a orientagao de cada

parcela S1 e tal que
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s°xB' > s°%B"

" n £ %

1 -1 2 -1 2
£ (ci+1 2e”) g (ci+1v26 )

al I

— h. =
£ l(ci+zez) i 4 g 1(ci+252)

e/
1

87F, v #5

s

m—lhiﬂ
ko£"10¢_toal = mﬂlow_toezon, onde n: SoxBl > SoxBl € um
difeomorfismo que preserva ou inverte a orientagao de
s°xs!.
Seja j = mokol_l.
Via o difeomorfismo wt0j0¢—t’ construimos

h : A, A
i+l A1+1 ik 1+1

Segue—se que hi+1 = j conjuga, a menos de

aAi+1

n os mergulhos dos pontos criticos de Ai+1 e A", donde

i+l’

h. 1 conjuga as fungoes f e g sobre estes cobordismos.
De fato, se a sela conecta minimos, por constru-

¢ao, n pode ser tomado como a identidade de SOXBI; se a

sela nao conecta minimos, mas conecta componentes conexas,
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como os grafos de Reeb sinalizados sao isomorfos, segue-
se que os mergulhos sdo do mesmo tipo, donde sfo conjuga
dos por k e n; e se a sela nao conecta componentes cone-—
xas do nivel anterior, as vizinhancas das selas nos gra-
fos de Reeb sdao de um dos seguintes tipos:\r'ou e ambos
os mergulhos tem o mesmo cardter quanto a orientagao. A
propbsigao 2.3 juntamente com 2.2 se aplicam.

j e h. sao isotopicos: se

-1 2
e (e 42e7)
i

1 1 1 o p
EiS 9. .-.# ) X [0,1] + § Fouat SL € uma isoto—
pia entre mvlhif e k, a aplicacao K = mK(ﬂ,lI)—l € uma
isotopia entre j e h.| _ 2
1lf 1(ci+2E )
. e | 2 s 2 2
Seja a:f “(c,+2e) x Lci+£ a ci+l—€J >

- 2 2 p
> g l(ci+26 )} x [ci-*ez, c. <€ ] uma isotopia entre hi e

i+l

2 2
j tal que a(x,t) = (hi(x),t:) se c. e <t<ci+3 e alx,t)=

B o
1+1° i,i+l

2 2 2 ?
(x),t) se i1 3e"<t<c; 7€ e seja @
=1
¥ =
+~ B i, i1 dada por ai,i+1 v ad.
Relativamente a ai,i

-1 2 2
sobre f (ci+1-3ez > €:,17F
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)
o 3413 =¥ "a@ 2 (), £ (x)) =

ciﬂe ~f (x)
g [
=% "(G¢ 2 (x)a f(x) =
c.+2e"-f (x)
i
- L) 2 x) =
t (x)=c.~2¢ C.+2e" ~f (x)
i i
=9 2 W o )¢ 2 x) =
£G)c,, +2¢° FF ¢; 1728 £ (x)
=9 9 . ¢ (x) =
i+l]. -1 - . B
f(x)—ci+1+2e E (ci+1 2e7) ci+1 2e " -f (x)

=1 2 2
= hi+1(x), e sobre f ((ci+ e ci*‘ 3e7)), temos

Tyl g s ¥ . ) e
Lig (ci+25: ) ci+2e ~f (x)

Gl h, $

. - x) = h, x)
f(x)**ci--ZaZ Llg 1(¢i+252) i

2
ci+2€ -f(x)

24



Segue—-se também que a, : B.

1381 Tid >B 1,11

tal que goa,

1+1

De fato, tem=—se

B, > £ (c+2€)xJ—+g (c+2&:)xJ+B'

ST

= g tag) = 8,00 =

i 141

onde J = [ciﬂ:z, o T ] 800

x+l i,341
I
Além disso,
n—-1 n-l
il v v iz bk 'Up J '
M=t APB 2 A & B W B i Aaa!
n-1l

e a aplicagao h = it;lo('hiuai i-:{ hi+1): M-+ MZeun difeo
]

morfismo tal que f = goh.

Isto completa a prova do teorema 3.0,

Nota; O teorema 3,0 & falso para o caso de fungoes de

Morse nao estdveis,

s Z
Damos abaixo duas fungoes de Morse sobre S com

grafos de Reeb isomorfos e que nao sao equivalentes.
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W

As funcoes acima tem grafos isomorfos a,;><:

e n3o sao equivalentes, dado o fato que os niveis criti-

cos correspondem ao indice 1 nao sao homeomorfos:

OO (D
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