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ABSTRACT

A monohedral tiling g means one in which each tile is congruent (directly or
reflectively) to one particular set P, called the prototile of g. A tile is called k-
morphic (or polymorphic) if it is, in terms of congruence, the prototile of precisely
k different monohedral tilings. For every positive integers k, k<10, it is possible to
find a tile which is k-morphic (Fontaine & Martin (1.983a, 1.983b, 1.984a and
1.984b)), but no method of generating a k-morphic tile for a prescribed value of k,
k>10, exists. Tiles which are k-morphic, for k=2, are harder to find. This study
deals with the methodology of polymorphic transformations (Barbosa (1.993),
Barbosa & Silva (1.994) and Silva (1.994a)); a new notion of hypermorphic
prototile (Silva (1.994b) is introduced and two new tetramorphic prototiles,
obtained by using the fittings and the shearing techniques, are exhibited.
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Neste trabalho construimos dois novos arquétipos tetramorficos originais, com
os comrespondentes padrdes de pavimentagfio monoedral do plano euclidiano,
através das técnicas que denominamos técnicas dos encaixes e do cisalhamento.

A metodologia da transformagio polimérfica via a técnica dos encaixes foi
introduzida em Barbosa (1.993), quando se coostruiu o primeiro arquétipo
monoedral trimérfico a partir da estratégia do anulamento de padrles
enantiomorfos admitidos pelo arquétipo base. Posteriormente foi empregada em
Silva et al. (1.993) e Silva et al. (1.994), visando o estudo das transformagdes
monomoérficas do trilngulo equildtero. Ja a metodologia da transformagfo via a
técnica do cisalhamento foi introduzida em Barbosa & Silva (1.994), retomada
depois em Silva (1.994a e 1.994b), com a mesma finalidade de se construir
arquétipos polimoérficos de pavimentagio monoedral do plano, distingttindo-se
padr0es enantiomorfos.

1.2. Conceitos e Resultados Preliminares

A teoria da pavimentagfio, independentemente do espago em que se desenvolva,
basicamente se ocupa em descrever conjuntos que o cubram, no sentido de uma
particio em conjuntos dois a dois disjuntos!.

Uma pavimentaglio g do plano euclidiano pode ser definida como uma familia
enumervel de conjuntos fechados, g = { Py, Py, ... }, que o cobre sem falhas e
sem sobreposigio (a nfo ser sobreposigBes de érea nula). Mais precisamente, a
unifo dos conjuntos Pj , ieN , deve ser o plano inteiro, enquanio seus interiores
devem ser dois a dois disjuntos. Geralmente estes conjuntos se restringem a
imagens homeomorfas de discos fechados, quando nfio, como ¢ o nosso caso neste
trabalho, a figuras poligonais.

Sempre que duas pavimentagdes admitirem um movimento rigido? capaz de
sobrepor seus respectivos padrdes peométricos de recobrimento do plano, as

IEm se tratando de espagos topologicos, a pavimentagho se di no sentido de uma cobertura através de
conjuntos com interiores dois a a dois disjuntos.
2Uma correspondéncia bivmivoca T, T:R2—R2, diz-se um movimento rigido se preserva distincias.



pavimentagles se dizem congruenfes. Quando ocomrer de os conjuntos que
compdem a pavimentaglio g serem congruentes a um particular conjunto P, entlio
g diz-se monoedral, enquanto que P passa a se denominar um arquétipo de p.
Trés exemplos cldssicos de pavimentagSes monoedrais do plano euclidiano slo
fornecidos pelas pavimentagOes regulares, expressas pelo resultado:

1.2.1. Teorema

Existem trés unicas pavimentagdes monoedrais lado-a-lado® através de
poligonos regulares, cujos arquétipos sdo, respectivamente, o tridngulo
equildtero, o quadrado e o hexdgono regular.

Uma vez que um dado arquétipo pavimenta o plano moncedralmente, pode-se
perguntar de quantas maneiras distintas isto pode ocorrer, ou seja, qual ¢ o nimero
de padroes de cobertura dois a dois nfio congruentes admitido pelo arquétipo. Se P
pavimenta o plano através de um unico padriio de cobertura (como ocorre com o
hexagono regular), P diz-se um arquétipo monomérfico. No caso de apresentar
dois padrdes distintos, diz-se dimérfico, no caso de trés, trimérfico, e, de um
modo geral, admitindo exatamente r pavimentagSes distintas, diz-se r-mdrfico.
Neste caso, se 1< r < 0o, também se costuma referir a P como um arquétipo
polimérfico. JA os arquétipos admitindo uma infinidade de padrBes distintos de
cobertura sio denominados hipermérficos.

O problema da determinaglio de arquétipos r-morficos, para um dado reN, esta
longe de ser resolvido, encontrando-se deserito, desde 1.984, nos seguintes termos,
conforme Fontaine & Martin (1.983a, 1.983b, 1.984a e 1.984b).

1.2.2. Teorema

Existem poligonos r-mdrficos para todo r €N, 1sr<I0.

A identificaglio de arquétipos r-morficos é uma tarefa dificil, mesmo para
pequenos valores de r, como r = 2 e r = 3. Por outro lado, quando encontrados na
bibliografia, os raros arquétipoa conhecidos nem sempre se fazem acompanhar da
metodologia segundo a qual sfio concebidos.

Fm vista dessa dificuldade, em trabalhos anteriores desenvolvemos uma
metodologia que consideramos eficiente para a construglio de arquétipos -
morficos, baseada em duas técnicas distintas que denominamos técnicas de
transformagdo polimdrfica de arquétipos monoedrais. Através da exploragio
dessas técnicas construimos arquétipos dimorficos, trimorficos e até tetramérficos,
}pavimentagtes para as quais dois poligonos quaisquer verificam uma e apenas uma dentre as
seguintes condigBes: (i) os poligonos niio possuem ponto em commmy, (i) os poligonos possuem

exatamente um ponto em comum, vértice de ambos; (iii) a intersecglio entre os poligonos é um lado,
comum a ambos.
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0 que nos tem permitido contribuir para com a relaglio de arquétipos polimérficos

A primeira das técnicas empregadas, a da transformagcdo por encaixes, aparece
implicitamente utilizada pa bibliografia em duas ou trés ocasides, assim mesmo
praticamente sem maiores referéncias, isso até receniemente, quando mereceu a
sistematizaglio efetuada por Barbosa (1.993). A proposito, desenvolvemos um
trabalho contendo oportuna aplicagio dessa téenica visando a abtenglio de padrGes
cAncavos monoedrais, com o estabelecimento de uma estensa terminologia
envolvendo diferentes tipos e configurag3es de encaixes (em fase final de redag#io).

Embora ambas as técnicas revelem-se ufeis tanto na transformagiio de
arquétipos ja polimérficos (visando estender o niimero de recobrimentos distinios)
quanto na transformagfio de arquétipos hipermorficos, particularmente dos que
denominamos hipermorficos por faixas deslizantes e por faixas uniformemente
denteadas, em Silva (1.994a.) aparece um estudo comparativo sobre a eficiéncia
das duas técnicas, além de uma camacterizagio algébrica da técnica da
transformacio por cisalhamento.

Geometricamente, a técnica dos encaixes resume-se no artificio da incluso de
convenientes encaixes nos lados do arquétipo, enquanto que a técnica do
cisalhamento, restringindo-se a transformagfio de poliminos?#, caracteriza-se pela
inclinagiio longitudinal que produz sobre os lados do arquétipo, deixando
invariantes a base e a altura de cada monominé que o compde. As duas técnicas
visam ou limitar as possibilidades de adaptagfio entre réplicas congruentes de um
arquétipo hipermoérfico (por faixas deslizantes ou por faixas denteadas, conforme
definido em seguida) e assim reduzir a um nimero finito as pavimentagdes
admissiveis, ou entfio, quando aplicadas a arquétipos ja potimorficos, estender o
nimero de padrdes distintos através do anulamento de enantiomorfismos

1.3. Arquétipos Hipermérficos por Faixas Deslizantes e Denteadas

As técnicas de transformagio via encaixes e via cisalhamento revelam-se
eficientes particularmente junto aos arquétipos que denominamos hipermdrficos
por faixas deslizantes e por faixas dentadas. Introduzidos em Silva (1.994a.),

*Figuras resultantes da conexiio, vértice-a-vértice, de copias congruentes de um mesmo quadrado. Os
poliminés (polyominoes) foram introduzidos pela primeira vez em 1.953, por Solomon W. Golomb.
Uma extensiio natural dos poliminds encaminha o conceito para as classes de figuras denominadas
polyiamonds e polyhexes, caracterizadas por conectarem, respectivamente, trifingulos equiléteros e
hexagonos regulares. (Ver teorema 1.)
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esses arquétipos possuem a propriedade de pavimentar o plano a partir de
pavimentagBes parciais? de faixas infinitas.

Os primeiros caracterizam-se por pavimentar faixas planas, limitadas por duas
retas paralelas. Para se visualizar a infinidade dos diferentes padrdes de cobertura
admitidos por um tal arquétipo basta imaginar o sucessivo acoplamento de faixas
unidirecionais, combinado com convenientes deslizamentos de faixas adjacentes
sobre as retas divisérias. Uma infinidade de figuras possuem a propriedade da
pavimentagfio por faixas deslizantes, a exemplo das figuras policelulares,
particularmente os poliminds.

1.3.1. Teorema

Uma condi¢do suficiente para que um arquétipo seja hipermérfico por faixas
deslizantes é que ele pavimente um tridngulo ou um retdngulo®.

Quanto aos arquétipos hipermérficos por faixas denteadas, estes se caracterizam
por pavimentar faixas infinitas limitadas por divisérias paralelas uniformemente
denteadas. O paralelismo e o denteamento uniforme devem ser entendidos no
sentido de que as fronteiras das faixas, sflo linhas poligonais isométricas por
translag#io. Faixas deste tipo serfio referidas como faixas uniformemente denteadas.

Mediante determinadas condig8es de recobrimento, o sucessivo acoplamento de
réplicas congruentes de faixas denteadas gea uma nova estratégia de
pavimentagio monoedral do plano, caracterizando os arquétipos hipermérficos por
faixas denteadas. O resultado a seguir estabelece uma condig8o suficiente para que
um arquétipo poligonal admita a estratégia da pavimentaglio por faixas denteadas.

1.3.2. Teorema

Sejam 3; e 3 duas faixas planas uniformemente denteadas, isométricas
por translagdo. Se P ¢ um poligono pavimentando cada uma das faixas, de tal
maneira que os padrdes determinados nllo sejam congruentes por isometria
translacional, entdo P ¢ um arquétipo hipermérfico.

O teorema 4 pode ser reenunciado de uma forma mais geral, como a seguir.

1.3.3. Teorema

Seja P um poligono pavimentando uma faixa 3 uniformemente denteada. Se 3
admite uma simetria que ndo mantém o padrdo original de recobrimento
determinado por P, entdo P ¢ um arquétipo hipermérfico por faixas denteadas.

1.4. A Técnica de Transformac#io por Cisalhamento

SA idéia de pavimentagko do plano pode ser adaptada naturalmente a regides poligonais, inchusive, a
regides infinitas, tipo faixa, limitada por linhas poligonais.
5Pode-se mostrar que a condiglio nlio é necessria.
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A técnica de transformagéio polimorfica por cisalhamentodo (ver Silva, 1.994a)
aplica-se particularmente na transformaglio de poliminbs. Para caracterizd-la
geometricamente, enquanto uma transformagéio plana’, serd o bastante descrever
sua a¢o sobre um monominé qualquer, ABCD, conforme aparece em seguida.

Geometricamente o cisalhamento produz uma inclinagio de dngulo ©,
relagio 4 horizontal, sobre os lados do monominé ABCD, transformando-o no
paralelogramo AB'C'D. A inclinagfio se restringe aos Angulos 8, 0 <8 < w2, 0
que torna as dimensdes x e y do paralelogramo AB'C'D invariavelmente distintas -
fato imprescindivel para a distingfio de padroes enantiomorfos.

A D

FIGURA 1. O monominé ABCD ¢ transformado no paralelogramo AB'C'D.

Algebricamente a transformagfio por cisalhamento descreve-se como uma
aplicagiio linear, podendo ser definida por T(x,y)=(xtkyy), keR. Na Algebra
Linéar ¢ comum referir-se a T como um k-cisalhamento (ou k-dilatagio)
horizontal.

Observe-se que, deixando invariante as ordenadas dos pontos, T desloca cada
ponto do plano na dire¢fio de Ox, sendo tanto maior esse deslocamento quanto
mais afastado estiver do eixo. Os pontos de Ox naturalmente permanecem fixos.

Um detalhe importante refere-se ao faio de que T transforma retingulos de
lados paralelos aos eixos coordenados em paralelogramos com dois de seus lados
ainda paralelos ao eixo Ox. Pode-se constatar isso a partir de um quadrado de
vértices A(0,0), B(0,a), C(a,a) e D(a,0). Com efeito, qualquer reta horizontal
interceptando o quadrado em P(0,y)cAB e Q(a,y)eCD permite escrever, para um
dado k-cisalhamento T, [[T(Q) - T®)| = [le+k.y.y) - Gyl = | @O)l| = & (1>0), de
onde resulta que T transforma o quadrado ABCD no paralelogramo de vértices
T(A)=(0,0), T(B)=(k.a,8), T(C)=(k.a+a,a) e T(D)~(a,0).

70 que equivale dizer, uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano euclidiano.
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FIGURA 2. No alto aparecem transformagdes distintas de um quadrado. Embaixo,
o resultado da a¢lio de um 1-cisalhamento horizontal sobre o pentaminé em cruz.

Na figura anterior aparecem, superiormente, duas transformagdes distintas de
um quadrado ABCD (para k<0 e k>0). Inferiormente ¢ exemplificada a geometria
de um 1-cisalhamento e a correspondente ag#o sobre um pentaminé em cruz.

1.5. Arquétipos e Padrdes Base

No que segue introduzimos dois novos conceitos, em vista da metodologia da
transformacio polimorfica de arquétipos monoedrais.

Se P e Q sho dois arquétipos de pavimentaglio monoedral ¢ se Q & obtido de P
via uma transformagio qualquer, dizemos que P ¢ um arquétipo base para o
arquétipo Q. Neste caso, se JI(P) e 3(Q) sflo dois padrdes de pavimentagfio
admitidos, respectivamente, por P e por Q, de tal maneira que J(Q) é obtido de I
(P) através da mera substituigio das réplicas congruentes de P pelas de Q, dizemos
que 3(P) ¢ um padrdo base para J(Q).



IL. TRANSFORMACOES TETRAMORFICAS

2.1. Via a técnica dos encaixes

Tomaremos como arquétipo base um heptaminé em forma de U, um arquétipo
hipermérfico por faixas denteadas.

As possibilidades de conexfio enire réplicas congruentes do arquétipo podem
ger investigadas a partir do preenchimento do vdo que apresenfam.

L
TI
b

FIGURA 3. No alto, as conexdes possiveis com 2 e com 3 réplicas congruentes.
Inferiormente, um dos infinitos padrdes de pavimentago admitidos pelo arquétipo.
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A FIGURA 3 mostra as configuragdes relativas a conexdes com 2 réplicas (2
configuragBes enantiomorfas) ¢ com 3 réplicas (8 configuragSes possiveis, 4
essencialmente distintas). Inferiormente aparece o acoplamento de faixas denteadas
diferentemente pavimentadas, comprovando que o arquétipo é hipermérfico.

Visando reduzir o mimero de conexdes com 3 réplicas, transformamos o
arquétipo base via a daptaglio de 6 encaixes duplos, idénficos, centrados e
simétricos. Os encaixes acabam impedindo exatamente 4 dos tipos de conexfio
mostrados na figura anterior. Na FIGURA 4 aparecem os encaixes remanescentes.

ket

FIGURA 4. As conexdes, com 3 réplicas, admitidas pelo novo arquétipo.

Em seguida, estendendo as adaptacles a uma quarta réplica, chega-se as
possibilidades de conexfio mostradas na FIGURA 5.

=) La
Al
44 -
4 4

FIGURA 5 As conex8es possiveis com 4 réplicas do arquétipo transformado.



Dando continuidade ao processo de adaptagiio com novas e seguidas réplicas,
recaimos em 4 tipos de faixas denteadas, conforme aparece na figura em seguida.
Em relag#io a duas das configuragdes mostradas na FIGURA 5, especificamente as
duas configuragdes 4 esquerda, uma superior e outra inferior, o processo nfio vai
além de uma quinta réplica, nfo se estendendo portanto ao plano todo.

As faixas mostradas superiormente na FIGURA 6 sfio limitadas por divisérias
denteadas de ambos os lados, com segmentos escalonados de 3 unidades de
comprimento na vertical por 2 unidades na horizontal, repetidos alternadamente,
lsos pa vertical ¢ com encailxes duplos na horizonial. Por sua vez, as faixas
mosiradas na parte inferior possuem divisérias denteadas com escalonamento de
segmentos lisos de 2 unidades de comprimento, na vertical, por segmentos com
encaixes duplos de 3 unidades de comprimento, na horizontal.

-
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FIGURA 6. Conectadas seguidamente, réplicas congruentes do arquétipo
transformado propiciam 4 tipos de faixas denteadas.
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Observemos que as faixas da figura anterior ndo sfo enantiomorfas, ainda que as
faixas com o arquétipo base o sejam. Além disso, faixas idénticas, e apenas as
idénticas, admitem acoplamentos sucessivos que acabam levando a uma cobertura
de todo o plano. Através destas conexdes ¢ que chegamos aos 4 tinicos padrdes
monoedrais distintos de cobertura do plano admitidos pelo arquétipo transformado,
conforme mostrado nas FIGURAS 7.ae 7b, concluindo tratar-se de um arquétipo
tetramorfico.
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FIGURA 7.a
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FIGURA 7.b Em 7.a e 7.b aparecem os 4 inicos padrSes admitidos pelo arquétipo
transformado via a técnica dos encaixes duplos.

2.2. Via a técnica do cisalhamento

Em seguida passamos 4 transformaglio tetramoérfica via um cisalhamento do
heptaminé em U. Visando facilitar a identificagio dos 4 padrdes distintos
admitidos pelo novo arquétipo, exibimos, através da FIGURA 8, pares de padrdes
enantiomorfos, admitidos pelo heptamind base, padrdes esses bases para a
transformagio. Os dois padrdes mostrados superiormente diferem dos dois padrSes
mostrados inferiormente.
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FIGURA 8 Pares de padrSes enantiomorfos, base para a transformaclio
tetramorfica via cisalhamento.

Impedindo adaptagdes senfio aquelas que levam ds faixas base para as faixas
denteadas mostradas na FIGURA 6, o cisalhamento tem aqui a fungio de destruir
o enantiomorfismo apresentado pelos padrdes anteriores, acarretando a existéncia
de 4 padrdes distintos de pavimentagiio moedral do plano euclidiano, mostrados na
FIGURA 9.
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FIG 9. Os 4 tnicos padrSes monoedrais de pavimentagfio do plano, admitidos pelo
heptaminé em U transformado via a técnica do cisalhamento.
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